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Resumo: No presente trabalho, abordaremos assuntos relacionados a conceitos de geometria aplicada
em musica analisando trechos de algumas obras estruturadas a partir do uso de micro e/ou
macroestruturas simétricas. Investigaremos também, através do cuboctaedro, algumas relacées existentes
entre estruturas inversivamente simétricas de diferentes cardinalidades explorando assuntos como Modos
de Transposi¢ao Limitada (MTL), Ciclos Intervalares (CI) e Teoria Neo-Riemanniana (TNR).
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The Cuboctahedron as an Instrument of Analysis and Visualization of Musical Space in

Coltrane and Berg

Abstract: In the present work, we will approach subjects related to concepts of applied geometry in
music, analyzing excerpts of some works structured from the use of symmetrical micro and/or
macrostructures. We will also investigate, through the cuboctahedron, some existing relationships
between inversely symmetrical structures of different cardinalities exploring subjects such as Modes of
Limited Transposition (MTL), Interval Cycles (CI) and Neo-Riemannian Theory (TNR).
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1. Introducao

Os experimentos feitos pelos compositores ao longo do Século XX nos trazem
uma enorme variedade de formas de aplicacao das escalas (colegoes) e novas abordagens
de exploragao do espago musical (mod12) como um todo. Uma vez influenciados pelo
extremo cromatismo Wagneriano praticado na segunda metade do Século XIX alguns
compositores passaram a explorar o espago de classes de notas (pitch class space)
buscando centralizagoes através de técnicas composicionais ligadas aos aspectos

simétricos dos materiais utilizados na estruturacao das suas obras. Alguns destes
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compositores despertaram a atengdo também para a simetria radial e/ou axial'
presentes nos sete Modos de Transposi¢ao Limitada (MTL)? listados e organizados por
Olivier Messiaen em “Technique de Mon Langage Musical” (1944). Arnold Schoenberg,
Anton Webern e Alban Berg despertaram um interesse especial pelos aspectos
simétricos de alguns hexacordes combinatoriais absolutos'. Webern explora o hexacorde
combinatorial absoluto 6-1 (012345) na Op.27-1 “Variagdes Para Piano” buscando
sonoridades mais “atonais”. Schoenberg explora o hexacorde combinatorial absoluto 6-
7 (012678) no seu Op. 50b, “Psalm 130, De profundis”. Berg, por sua vez, na sua Suite
Lirica, além de explorar o hexacorde combinatorial absoluto 6-32 (024579) como ponto
de partida para a construcao da série, explora também concatenacoes do hexacorde 6-
32 com o hexacorde 6-7 (012678) transitando entre os dois universos (atonal e tonal)
através do uso de subconjuntos inversivamente simétricos também provenientes do
universo diatonico. Numa quantidade significativa de obras de alguns compositores do
Século XX verificamos uma certa preocupacao em se enfatizar os centros tonais através
da exploracao de diferentes areas harmonicas, nao s6 a partir do uso de materiais
advindos do sistema tonal, mas também através do uso da simetria implicita em alguns

conjuntos ou colegoes referenciais estaveis® como a cole¢ao (escala) hexatdnica de tons

! No espaco de classes de notas (pitch class space), a simetria radial se d4 através da transformagao
geométrica ou mapeamento de um dado conjunto nele mesmo por rotagao ou transposi¢ao —chamaremos
aqui de simetria transpositiva. No espago de classes de notas (pitch class space), a simetria axial se da
através da transformacao geométrica ou mapeamento de um dado conjunto nele mesmo por inversao ou
reflexdo — chamaremos aqui de simetria inversiva.

2 Modos que sao capazes de mapearem-se inteiramente neles mesmos sobre transposigao e inversao. Estes
modos podem nos oferecer interessantes conexoes entre diferentes estruturas harmonicas exploradas num
contexto tonal ou ndo. Através da lista de classes de conjuntos de Allen Forte em “The Structure of
Atonal Music” (1973) podemos identificar os sete MTL como: 6-35 (02468A), 8-28 (0134679A), 9-12
(01245689A), 8-9 (01236789), 6-7 (012678), 8-25 (0124678A) e (012346789A).

! Hexacordes que satisfazem os quatro tipos de combinatoriedades (O, R, I, RI) para um ou mais valores
de n (Tn, In, RIn) produzindo o agregado (mod12). (Ourives, 2017, p. 121) afirma que: “Diante das
restrigoes das combinatoriedades O e I somente conjuntos que dividem o agragado-12 em partes iguais
podem ser assim devidamente classificados: bicordes, tricordes, tetracordes, hexacordes.”

2 Conjuntos simétricos que contribuem para uma estruturagdo harmonica baseada em centros. Segundo

Straus (2000), mesmo sem os recursos da tonalidade, a musica pode ser organizada em torno de centros
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inteiros 6-35 (02468A), hexatonica aumentada 6-20 (014589), octatdnica 8-28
(0134679A) e a eneatonica 9-12 (01245689A) — todas estas colecoes referenciais estao
presentes na lista dos MTL de Messiaen.

A intencdo do presente trabalho é propor uma reflexao de como alguns
conjuntos simétricos podem ser organizados na estrutura tridimensional do cuboctaedro
e de que maneira a visualizagao da estrutura simétrica do cuboctaedro pode vir a ser
util para a compreensao das relagoes entre conjuntos de diferentes cardinalidades — nao
necessariamente simétricos — assim como desvelar, também, de que forma alguns
procedimentos composicionais — tonais ou nao tonais — podem estar ligados a assuntos
como Modos de Transposi¢ao Limitada (MTL), Ciclos Intervalares (CI) e Teoria Neo-
Riemanniana (TNR) no espago de classe de notas (mod12). No decorrer deste artigo,
fruto de uma pesquisa ainda em andamento, investigaremos de que modo algumas
estruturas de conjuntos ciclicos ultilizados por Alban Berg e John Coltrane podem ser
visualizados tridimensionalmente no cuboctaedro procurando desvelar parte de alguns

dos processos compositivos destes compositores.

2. Estrutura do cuboctaedro e andlises

O cuboctaedro é um dos sélidos Arquimedianos obtidos através do
truncamento tipo 1°. Veja na Figura 1, o cuboctaedro inscrito no cubo a esquerda e
no octaedro a direita. Observe também as truncaturas realizadas nestes dois poliedros
platdnicos duais! originando o cuboctaedro no centro da figura.

O cuboctaedro é uma estrutura extremamente equilibrada possuindo 14

faces (6 quadradas e 8 triangulares) estruturadas através de 24 arestas idénticas e

referenciais. As colegbes, diatonica, octatonica e de tons inteiros sdo provavelmente as colegoes
referenciais mais importantes na musica pés-tonal, mas ha outras também.

3 Truncamento onde os cortes dos cantos dos poliedros se realizam por planos que passam pelos pontos
médios das arestas do poliedro ou sélido platonico de partida — que neste caso tanto pode ser o cubo
como o octaedro.

* Em geometria os poliedros estdo associados aos pares (chamados duais) onde os vértices de um

inscrevem as faces do outro. O dual do cubo é o octaedro e o dual do octaedro é o cubo.
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conectadas por 12 vértices, como podemos ver mais claramente na planificacao
bidimensional da sua estrutura na Figura 2a. Observe que todos os 12 vetores do
cuboctaedro possuem as mesmas dimensoes das arestas e os vértices se convergem para
o centro da estrutura através dos vetores de forma extremamente equilibrada como

podemos verificar na Figura 2b.

cuboctaedro inscrito no cubo cuboctaedro inscrito no octaedro

@ cuboctaedro @

580

Figura 1: Truncaturas do cubo e do octaedro’.

a)cuboctaedro planificado  b) cuboctaedro com seus vetores

Figura 2: Planificacao e vetores do cuboctaedro.

Para explorarmos a estrutura tridimensional do cuboctaedro nas nossas
analises, precisamos atribuir para cada um dos 12 vértices uma das 12 classes de notas
de modo que fiquem organizadas simetricamente em torno do eixo de simetria do
clockface interno do cuboctaedro. Para que isto ocorra de forma coerente, levamos em
consideragao a utilizagdo do hexacorde combinatorial absoluto 6-35 (tons inteiros),
primeiro MTL da lista de Messiaen, em suas duas transposicoes possiveis preenchendo

o espago de classe de notas com os seus dois tinicos membros distintos TOI (02468A) e

5 Caso ndo haja referéncia, todas as figuras séo de autoria do presente autor.
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T1I (13579B). Estas duas transposigoes da colegdo de tons inteiros sao formadas pela
concatenagao de duas triades aumentadas cada: (048) com (26A), e (159) com (37B)

como no exemplo da Figura 3.

Figura 3: Duas transposicoes possiveis da colecao de tons inteiros no clockface.

Atribuimos trés cores distintas (vermelho, azul e verde) para cada aresta
que conecta os pares de diades adjacentes dos seguimentos de ciclo de terga maior /sexta
menor C4 (4/8). Desta forma conseguiremos identificar mais facilmente os
relacionamentos entre conjuntos de maiores e menores cardinalidades ao longo das
nossas analises. Em seguida, fundimos dois clockfaces: um sobre o ciclo de segunda
menor /sétima maior C1 (1/11) e outro sobre o ciclo de quarta justa/quinta justa C5

(5/7) como observamos no exemplo da Figura 4.

Ciclo C1 (1/11) Ciclo C5 (5/7)
B @ 1 5 @ 7
® ., @ ® .,

755@
7@5 1_@5

Figura 4: Ciclo C1 (1/11) e C5 (5/7) no clockface.

Observe que no ciclo C5 (5/7) temos uma permutagao do tritono envolvendo
as classes de notas (1-7, 3-9 e 5-B) que nao pertencem & primeira colecdo de tons
inteiros TOI (02468A). Veja no exemplo da Figura 5, como ampliamos visualmente a

colecao de tons inteiros que estd a T1I (13579B) e como interligamos os 12 vértices
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através das arestas coloridas das duas transposicoes resultando na estrutura do

cuboctaedro ja em uma perspectiva tridimensional.

TOl

Figura 3: Cuboctaedro em perspectiva tridimensional.

Se continuarmos com as cores atribuidas aos seguimentos das arestas, dando
uma volta completa no cuboctaedro, encontraremos trés instancias do hexacorde
combinatorial absoluto 6-7 (quinto MTL de Messiaen). Em vermelho temos o hexacorde
6-7 (012678), em azul o hexacorde 6-7 (456AB0) e em verde o hexacorde 6-7 (23489A).
Veja no exemplo da Figura 6, que basta “transpormos” o cuboctaedro a T1I — como
procedemos anteriormente com as duas tnicas transposicoes possiveis da colegcao de
tons inteiros 6-35 — para obtermos os outros trés membros restantes da classe de
conjuntos 6-7: o quarto hexacorde 6-7 (123789) em vermelho, o quinto hexacorde 6-7
(567B01) em azul e o sexto hexacorde 6-7 (3459AB) em verde. Desta forma conseguimos
visualizar as conexoes e invariancias existentes entre todos os membros do conjunto 6-

7 no espago de classe de notas (mod12).

Figura 6: Membros do conjunto 6-7 no cuboctaedro.
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Se observarmos mais atentamente, ainda na Figura 6, conseguiremos
visualizar de que maneira as invariancias existentes entre os membros do conjunto 6-7
sao conectadas por notas da colecao de tons inteiros — este é um dado extremamente
importante. Na primeira figura a esquerda temos a cole¢cao de tons inteiros 6-35
(02468A) conectando o hexacorde 6-7 (012678) em vermelho, o hexacorde 6-7 (456 AB0)
em azul e o hexacorde 6-7 (23489A) em verde. Ja na figura a direita temos a segunda
instancia da cole¢ao de tons inteiros 6-35 (13579B) conectando os outros trés membros
do hexacorde 6-7: o hexacorde 6-7 (123789) em vermelho, o hexacorde 6-7 (567B01) em
azul e o hexacorde 6-7 (3459AB) em verde. Observe que, a partir do primeiro contato
visual com a estrutura do cuboctaedro, ja conseguimos enxergar conexoes e invariancias
entre hexacordes de uma mesma familia com eles mesmos e também com hexacordes
de outras familias distintas. Se levarmos em consideracdo os subconjuntos e
superconjuntos envolvidos enxergaremos também as invariancias e conexoes entre
conjuntos de diferentes cardinalidades.

Por se tratar de uma estrutura tridimensional, precisamos levar em
consideragao os diversos pontos de vista simétricos “tteis” disponiveis no cuboctaedro.
Consideramos, a priori, trés pontos de vista tteis (angulos visuais simétricos) aos quais
acessaremos através das rotacoes em torno do eixo de simetria da estrutura. Neste
ponto nao devemos confundir rotagdo com transposi¢do ou inversao. O sentido de
rotac@o, neste caso, estd ligado ao angulo de visualizacao (perspectiva) da estrutura
tridimensional. Observe no exemplo da Figura 7 que proponho trés opcoes basicas e
distintas de visualizagao da estrutura as quais trataremos aqui como pontos de vista
simétricos (PVS) 01, 02 e 03 respectivamente.

Assim que analisamos os trés pontos de vista tteis nos deparamos
imediatamente com trés conjuntos simétricos importantes e de diferentes
cardinalidades. No PVS-01, se eliminarmos a triade aumentada 3-12 (048), obteremos

o conjunto 9-12 (terceiro MTL de Messiaen), no PVS-02 o conjunto 7-Z17 (subconjunto
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do conjunto 9-12 e que corresponde ao hexagono que representa as conexoes entre as
triades maiores e menores no Chicken-wire Torus)® e no PVS-03 o conjunto 8-26
(89B01346) — é importante salientar que o conjunto 8-26 pode ser interpretado como
uma fusdo de algumas escalas (colegbes) importantes. As quatro unicas transposigoes
do conjunto 9-12 disponiveis correspondem justamente aos quatro EneaCiclos’ Neo-

Riemannianos como conferimos no exemplo da Figura 8.

EneaCiclo T0 (01245689A) EneaCiclo T1 (1235679AB)

D7 B7

F#o7 Dm7 Ebe7 Bm7
F#m7 Da7 Ebm7 Bo7
F#7 Bb7 Eb7 G7
Bbo7 Bbm7 Go7 Gm7

EneaCiclo T2 (234678AB0)

Ab7

ca7 Abm7
Cm7 AbP7
c7 E7
Ee7  Em7

Figura 4: Conjunto dos quatro EneaCiclos Neo-Riemannianos no cuboctaedro.

6 As relagbes entre os modos de transposicdo limitada e as triades maiores e menores podem ser
representadas através do Chicken-wire Torus. Nele podemos visualizar as trés transformacoes P, L e R
realizadas através das linhas que conectam os acordes em teoria Neo-Riemanniana.

" Os EneaCiclos sao grafos parcimoniosos que nos revelam os encadeamentos que envolvem tétrades (m?7,
7 e m7b5) formadas pelas permutagoes das classes de intervalos 2, 3, 3, e 4 a partir das relagdes P1,0 e
P0,1 em teoria Neo-Riemanniana. As relagdes parcimoniosas entre dois conjuntos sio representadas
através da expressio Pm,n. O m representa a quantidade de pares de classes de notas incomuns
existentes nos acordes e que estio a uma distancia de classe de intervalo 1 (semitom) dos seus respectivos
pares, e n representa a quantidade de pares de classes de notas incomuns existentes nos acordes e que
estdo a uma distancia de classe de intervalo 2 (tom).
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Podemos obter uma melhor estruturagao do espaco musical a partir do
estudo das relagoes de encadeamento entre conjuntos de maiores cardinalidades e os
seus respectivos subconjuntos. No seu artigo “The Consecutive-SemiTone Constraint
on Scalar Structure: A Link Between Impressionism and Jazz”, (1997), Dmitri
Tymoczko argumenta sobre o que ele mesmo denomina de “escalas importantes”. Para
Tymoczko sdo sete as escalas importantes: escala maior/menor 7-35, escala menor
harmonica 7-32a, maior harmonica 7-32b, menor melddica 7-34, a hexatonica de tons
inteiros 6-35, a hexatonica aumentada 6-20 e a octatonica 8-28.

Berg, na sua Suite Lirica, além de lancar mao da sobreposicao de dois
seguimentos de ciclo C5 (5/7) de forma intercalada, também constréi a sua série
principal (5409728136AB) a partir da concatenagao dos hexacordes combinatoriais
absolutos 6-32 e 6-7 como observamos na Figura 9. No primeiro compasso da Suite
Lirica, Berg explora trés areas distintas através de trés tetracordes quartais: o
tetracorde 4-23 (0257), o tetracorde 4-23 (469B) e o tetracorde 4-23 (8A13) — o
tetracorde quartal é subconjunto do hexacorde 6-32, das escalas (colegoes) 7-35
(maior /menor), 7-34 (menor melddica), 7-32 (menor harménica ou maior harménica),
8-26 (fusdo de algumas escalas importantes) e 9-11 (fusao de todas as escalas
importantes exceto alguns MTL).

Na estrutura da série principal da matriz dodecafonica, podemos particionar
a série em tetracordes combinatoriais absolutos e em tricordes com as mesmas
caracteristicas concatenados internamente em estruturas inversivamente simétricas
como os acordes de sétima 4-20 (maior com sétima maior) e 4-26 (menor com sétima
menor) além de extrapolar também para a escala diaténica maior. Veja no exemplo da
Figura 10.

Algo semelhante acontece em Giant Steps. Na melodia do tema principal
Coltrane utiliza a eneatonica 9-12 (1235679AB) harmonizando a melodia em trés areas

tonais distintas (sugeridas pelo EneaCiclo T3) e separadas pelo seguimento de ciclo C4



(4/8) onde temos a presenga dos acordes de Am7, Fm7 e C#m?7 realizando a cadéncia

I[Im7 - V7 - I7TM para os centros tonais de Sol, Mib e Si como no exemplo da Figura

11.
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4-23 (0257)
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4-23 (8A13)
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Figura 5: Suite Lirica e concatenagao dos hexacordes 6-32 e 6-7 no cuboctaedro.

540972

8136AB|

F7M —=4-20(5 4 0 9)
Am7 -4-26(4 09 7)

Combinatorial Absoluto —4-9 (7 2

Combinatorial Absoluto — 4-6(9 7 2
Combinatorial Absoluto — 4-6 (2

Maior/Menor—7-35B 54 09 7 2|

Quartal->4-23(0 9 7 2)(8 1 3 6)4-23< Quartal

(36 AB)4-20<B7M
(1 3 6 A)4-26<Ebm7

81)
8)
81 3)

Figura 6: Tetracordes da série principal da Suite Lirica.
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M| vz ™| v | m7 vz
AG7TM | Bb7 Eb7M | FHT B7TM Bb7
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e m7  viT om | mr v
o e u 5 = K 6
1M | lm7 vr 17M | lm?7 i o
B7M Cem7>  Bo7 , —EOTM : F#7
, N L
. 7 5 A (3] 5

. “\ Am7

3-9 (B16) 5.35 (468B1)
C#Hm7

Figura 7: Relacoes harmonicas de Giant Steps.

Observe que através da visualizacdo da estrutura do PVS-01 no cuboctaedro
constatamos a presenca de trés pentatonicas: 5-35 (02479), 5-35 (8A035) e 5-35 (468B1)
relacionadas aos acordes de subdominante (Am7, Fm7 e C#m?7). Muitos improvisadores
fazem uso dessas relagdes para o inicio dos estudos de improvisacao sobre a harmonia
de Giant Steps explorando cada regiao individualmente através das pentatonicas 5-35
e extrapolando das pentatonicas para as escalas maiores e menores além de outras
escalas como tons inteiros, menor melddica, menor harmonica, maior harmonica,
octatonica. Fusoes de escalas também sao exploradas como no Jazz Bebop — o conjunto
8-26, por exemplo, pode ser construido a partir da fusao da escala menor natural com
a escala menor harmoénica. Como vimos anteriormente, o conjunto 8-26 pode ser
representado geometricamente através do PVS-03 do coboctaedro. A simetria do PVS-
01 também nos possibilita uma visualizagao rapida e clara do hexacorde 6-20, e as

quatro tnicas transposicoes possiveis (mod12) deste conjunto correspondem justamente
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aos quatro HexaCiclos® Neo-Riemannianos. Um dado interessante é que as notas das
seis triades do hexdgono do Chicken-wire Torus resultam no subconjunto
inversivamente simétrico 7-Z17 — subconjunto da eneatonica 9-12 e que corresponde

exatamente a estrutura do nosso PVS-02 como podemos observar na Figura 12.

Chicken-wire Torus
(904) (047) PVS-02
Am@-----aC
(590)-{ 0 Cm¥--(037) ==
Fme----&Ab
(580)  (803) 7-Z17

Figura 8: Fragmento do Chicken-wire Torus.

OctaCiclo T2 (23568980) N OctaCiclo T0 (0134679A)
F ' A
Dm Fm Abm7 F#m Am
o (3688)
D Ab ! Fi# c
L ]
Bm Abm ' i@) Ebm cm
B Eb
OctaTorre T2 (23568980) ' OctaTorre TO (0134679A)

Bbm7
I o (58 1)” Em7 (B247) |

OctaCiclo T1 (124578AB)
c#

Bbm C#m
Bb E
Gm Em
G

OctaTorre T1 (124578AB)

Figura 9: Conjunto dos trés OctaCiclos e suas respectivas OctaTorres Neo-Riemannianas no
cuboctaedro.

8 Os HexaCliclos sao grafos parcimoniosos construidos a partir das relagoes de encadeamento P1,0 e PO, 1
entre as seis triades maiores e menores presentes da colegio hexatdnica 6-20 (014589).
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O nimero que fica localizado no centro do hexagono é dado pela nota
compartilhada por todas as seis triades maiores e menores que compoe o mesmo. Veja
no exemplo da Figura 13 que se continuarmos explorando a simetria do PVS-01
encontraremos também o conjunto 8-28 (segundo modo MTL de Messiaen). As trés
tnicas transposi¢oes do conjunto 8-28 possiveis (mod12) correspondem justamente aos

trés OctaCliclos’ Neo-Riemannianos.

3. Consideragoes finais

No decorrer deste trabalho investigamos como conjuntos de classes de notas
podem ser visualizados tridimensionalmente através do cuboctaedro e como este
poliedro Arquimediano pode vir a ser util para a compreensao das relacdes entre
estruturas de diferentes cardinalidades. O cuboctaedro também pode ser til para gerar
material pré-compositivo através da visualizagao das invariancias e das conexoes entre
os diversos conjuntos. Através da planificagdo do cuboctaedro podemos visualizar as
diversas relacoes harmonicas funcionais desvelando procedimentos, nao s6
composicionais, mas também, ligados a area da improvisagao associando o uso de
escalas “familiares” como a escala maior, menor melédica, menor harmonica, maior
harmonica, com escalas simétricas através de assuntos como Modos de Transposi¢ao

Limitada, Ciclos Intervalares e Teoria Neo-Riemanniana no espaco de classe de notas

(mod12).
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